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LLen klasse van statistische grootheden met asymptotische normale

naar parametervrije toetsings-

verdeling

met specilale verwljzing

methoden voor onafhankeli jkheld.

1. Definitlie van een {*~stati@tischegvootheid.

Stel X, , v=1 4N is een steekproef van m vectoren
- | fo ! {r}
(/]) j:v"‘"‘"(x.v """""‘”"“"'"n.)cr ) )
en (JJD(I,, X ) een functie van m (4£m) vectorargumenten. De

functie van de steekproef

_ ! "R
() U=UQ, %)= sm5=mm Lo X)),

¥
waar 2. een sommatle over alle permutaties CIRR Xm) Van

gehele pgetallen aangeeft zodanig dat

(3) £ o <N | o # o as ik, (=i

een || -statistische grootheid wordt genoemdmll is het gemiddelde
in de verzameling van gerangschilkte deel-

van de waarden van O
verzamelingen vanm elementen van de steekproef (ﬂ)ﬂLf is sym-
metrisch in X, Xn (een functie f= f(x, ---Xn) wordt symme-
trisch genoemd indien deze i1nvariant 1s ten aanzien van alle
permutaties van zijn argumenten).
Een functie {(x, ----.¥xm) die aan (2) voldoet, wordt een kern
van de statistische grootheid ] genoemd.

Sbelz[) 1s een deelverzameling van alle verdelingsfuncties

(v.f.'s) in de 7 -diuensionale ruimte waartoe FUmFYU =
= F(x" - X behoort. QFF) wordt een functioneel van |
gedefinieerd op f_D , genoemd indien aan iedere | die tot 1) ve-

hoort, een grootheid G(F) wordt toegekend. Stel verder dat
voor een functioneel 8=Q(F) van F(®) een steekproefgrootte

W bestaat waarvoor een zulvere schatting van © voor ledere
v.f F in D vestact Dit wil zeggen, als X, ----»fn n onalhan-
Kelljke stochastische vectoren met dezelfde v.f. F z1ljn, 4dan
bestaat er een functie <@(x,m”umd vann vectorargumenten (1)

zodanig dat

(4)

voor iedere ' in Q‘D : @(x;}ww-, Xn) 1s dus een zulvere schat-
ting van © op ) . Een functioneel O(r) van de vorm (%) noemen
wij regelmatig opdD .

Stel m(<n) 1s de kleinste steekproefgrootte waarvoor een
zuivere schatting ¢ (x,--- %m) van de regelmatige functioneel

G ond) bestaat, d.w.z.

(5) @<F) ::/*--m/@ <3:{_“mm,)(m) (/F(I,)*““C{FCI—W\)



voor iedere f ind . m wordt de graad van de regelmatige func-

tioneel op genoemd .

van

(<)

it
waar dc¢ som 2. zich over olle permutaties (°<.,------, %m) van
(1, *"“‘"T“) uiltstrekt.

Voor m=m , rcduscert de statlistische grootheld \l zich dus
tot de¢ symmetrische kern (0) van B(F).

tistische grococtheden als zulvere schattingen van regelmatige
functilionelen bewczen, n 1. dat, wannecer @(F) ecen regelmatilge
, die allc
geheel en al discontinuce verdclingsfuncties bevat, 1s, u dan
de enige zuivere schatting op {) 1s dle symmetrisch in X, ---~ X
is éen Ll heceflt de kleinste variantie van alle zulvere schattin-
gen o9 D , met anderce woorden, U is de doeltreffendste schot-
ting van Q) op D .

Uit (2) en (0) volpt nu dat wij een uwstatistische groot -

held In de volgende vorm kunnen schri jven:

(0 U G20 () T D, e o %)

daar de kKern @Q symmetrisch 1n zijn m vectorargumenten 1is on
/

de som 2 gich over ~1llc¢ indices o ultstrekt, zodanig

dat

€

functioncel van de m® graad op cen verzameling U

| £ o < o < - X & T
B
2. De varlantie van een [l _statistische grootheld.
Stel X, ---» Xn zljn n onafhankell jke stochastische vecto-
| | (i} I(r))
ren met dezelfde v £ FO)=F (%X, -~ en stel
X Ny g
8) U=U(x ¥ =(n) T'HXe, o Xony)
/
daar Cb (.r,.,wnl’m) symmctrisch in X%, -----,Xm 1is en 2. dczelfde

betekenis als in (7) heeft. Stel dat de functie P N niet bevat.
Nu 18 iu;E@C'Xi;“”"’;m):QRQCF)
Stel

(9)

daar X, -.%Xc willekeurig vaste vectoren zijn en de verwachting

ten opgzichte van de stochastische vectoren Xes,---,Xm genomen



Def'inicer nu

( 12 ) \)1/ ('x v, ’Im ) = (/i

(13) v/(, CJC,J RERaY: >.‘: @c (I', “”*"xt) - & . ((:'»”"'m) *

Nu 1s ook

(1%) Wc-—-; (X, e ) 2 5 Wc’ an"'“’xc'*t a‘;C ) )

(15) & WY (2, X9z EW(E, T Em) 20 LG

Verondcecrstel dat de variantie van HUC (li}“""-&c) bestant
en stel

16y F=0O . b =& W%, X

((_ = l,--w,m)

)
Nu 1is
_ 2 2
}(‘_ — 6 ¢C ("x“',lwmmr.z;c*) T e )
Als voor ecen zekcere oorspronkell jke verdeling F: FQ She!

een zeker gchecl getal d }d (F;) = O is, betekent dit dat
Py (Xi,---,X,4)=0 is met een waarschijnlijkheld 1. Uit (14)
en (16) volgt dat ;=0 betekent dat f = ---=f =0  1is.
Als f‘ (F;):.-—-.... (O 1s, 1s de regelmatige functlioneel @(F‘)
statlonnalr voor F= f; . Als

(’]7) };(F;) e }d (F;):'O 3 }d:(a) >O

is 9[}2‘) stationnair van orde d voor F=F,.

Als (o, ~--- om) <n (B -+, Bn) twee verzamelingen zijn
bestaande ult m verschillende gehele getallen (£ G;,/Bi <71 en
C hel aantal gehelc getallen 18 dat belde verzamelingen gemeen

hebben, volgt uit de symmetrie van ¥ dat

(1¢dsm)

)



(18) €<W CE“’"" o L) V/(Lﬁ T /é; )} - fc

m
Als de wvariantie wvan U vestaat, dan is deze gelljk aan

() = (L) - W)
\7:7\) &{2 @(“‘-’f- J _““’“*Ofm)}

waar Z de sommatie over alle indices aanduldt, zodanig dat

| £ & < <= o < TL, //B(,,__.....M</é;

en preciles aan ¢ vergeli jkingen

& :ﬁj

{<)

wordt voldaan. Uit (18) volgt dat elke term in 2, celijk is
aan J, . Het aantal termen in Z{c) 1s gelil jk aan
TT)) L m) ( >........ n(nw)“*””(n 2m+C+p)
™m-—C (m-c)r {m-c)!
(Dem «'s kunnen op "‘) manleren uit de getallen (2,----.1 ge-

kozen worden., ( vail dem o's kunnen op (@) manleren gekozen
worden. Nu zljn (¢ waarden van de j§ 's gekozen en de overbllj-
vende m-¢ g} 's mogen nitet gzlijk zijn aan dem « 's. Dus kunnen
de overblijvende & 's op (?n _-/ manieren gekozen worden. Let goed
op dat de «& 's enﬁb 's alle onderling verschillend zijn.)

Omdat fo = (O 1s, 1is

Een overeenkomstige 1lormulering kan gemakkelljk afgeleid wor--
den voor het geval dat de verdelingen /[; (x) van X V=1---,M

-~y 3 )

verschillend zijn.

Hoef'f'ding [5] bewl jst vervolgzens de volgende twee stellingen

aangaande de grootheden j’ - }'m en O'"J’(LL)
Stelling A. ’ |
De grootheden :,‘fjwwf j_ﬂ zoals gedefinieerd in (16) voldoen
aan de ongelil jkheden
(20) Qéjé’wféjjw als 1€c<d€m.
Stelling B.
* De variantie G'i( ) van een Ll -statistische grootheld t::[ﬂ.:-_:
LL CQ..C.J -, Xy ) , waar X, --- Xp onafhankelljk en identiet verdeeld

is, voldoet aan de ongelil jkheran



een afnemende functie van n .

(22) (n+n 0 (U,,) < na?(U)

die voor h=mm 2ziJn bovenste grens M fm aanneemt en naar zljn
oy

onderste grens m ﬁ nadert als n toeneemt:

(23) c* (Um) = |

}

(24) {J A ﬂ ~ ( L_:l n) ~ m f-l ¢
LAS Ke'e,
Als E«; Un =E(F) stationnair is van de orde }dﬂ voor de

v.I'. vanX,, kan (21) vervangen worden door

Un) ¢ K tmd) §,

}

i (m-ﬁ) f PeN
Near) \m-¢/ .

C=d

(26) Kn(m d) = (T?L)

Opmerking: Uit (19) en (20) volgt dat een nodige en voldoende

(27) §

of van g { (D

Voor ¥ >o O(—n“) (zie o.a, verg. (21)).

Als G(F) statlonnair L,, van de d*® orde voor F=F , d.w.z
als aan (17) voldaan is, dan is & (g} van de orde n'"{d""')
Alleen wanneer, voor een zekere F=F, , ©(F) stationnair is van
de m* orde, waarbij m de graad van ) is, krijgen wij O*J”((_:[)*;O
che! é_m.( 1s dan gelijk aan een constante (S/DJ" O).

3. De covariantie van tTwee u -3tatistische grootheden.

Bescihouw een verzameling van g [l-statistische grootheden
o, X ) ) (3’:-.: ’rmﬁhiﬂ)i

\ T . o qm(;”}

(5
‘waar B een functie van dezelfde n onafhankelijke gelijk ver-

T

deelde stmumstis?he vectoren X, 6 ---,X, 18. Ult de veronderstel-
o symmetrisch in zljn wm (5) argumenten

ling volgt dat




Stel O ( CZ

is de covariantie van ({ A
Soortgelijk als voor de variantie, wordt voor 'm(g/)é m(cf)
gevonden

- ™ )
o) o u ) () S ‘“wcv)/ww ) f(x d

De rechterkant 1is symmetrisch in g’en J; )
ﬁvmdm is (33) de variantie van C( J (zle (19))

iy Ao,

Voor
Uit (24) en (32) volgt dat

J)

N¢ ( *
Als dus g%#& o  en f == QO nade$&}de produc tmoment -~
correlatie S”( (( (é’” (;é (J)) tussen (( T en (( naar de limiet

o el

(33)

4. Limietstellingen voor het geval van gelijk verdeelde x  's.
Hoef'f'ding
met de asymptotische verdeling vanggimstatistische grootheden

pbewl jst de volgende vijf stellingen in verband

en zekere aanverwante functies.

Stelling 1.1:
StelggwﬁuH_,;w? zijn m onafhankell jke, gelijk verdeelde

stochastlische vectoren



Stel verder

(y)

zijncfﬂreélemwaarde functies die 7 niet bevatfen en waarbijq)2r
. , | (1) (y)
symmetrisch in zijn m(b/) (£ m) vectorargumenten :x;{-_:..-(.:& ) ey X 5)

A = L my); Y="oooo .‘J; ) is. Definileer nu

('J’} . (y)
*4*'[ m/w?g) 2 CPX(iEoL,*"”"“%“"m(X)) : (/Y:'/’”’j)

waarblj de sommatle zich over alle indices uitstrekt zodanig
dat /= <. . .. < < mm . Indien de verwachtingen

)
o _ 5{452(%“-__]}“%{{))} (X:./J.,..,i)

~/

e

bestaan, dan nadert de simultane verdelingsfunctle van

() (1) (¢) (q)

Vv ([:..{— - & ),...,.....,V'n (éﬂ_ﬁi-« 9"?)

VOOY M-—>ce o, TOT dejiwdimensionale normale verdelingsfunctice
(). I/ (Y d)
met gemiddelde O en‘[wu%dmnﬁﬁ)f? d], waarbil j fﬁ door
(30) gedefinieerd is, als covariéntiematrixj)De limietverdeling
(Y.

1s niet singulier als de determinant IYfX ];> 0
Opmerkingen: Voor -7 Vvolgt uit de stellling dat de verdeling

van een_éémstatist sche grootheid onder zekere voorwaarden tot
de normale vorm nadert. Voor m -/ 1s (/de som van m onafhanke-
11 jke stochastische wveranderli jken en is stelling 1.1 dus de
Centrale Limietstelling voor zulke sommen. Voor m >/ is (L de
som van stochastische veranderli jken die in het algemeen niet
onafhankeli jk z1]Jn.

De stelling toont aan dat in het geval van onderling onaf -
hanke%ijke en gelijk verdeelde ;&d'sj het bestaan van
& {@ (__x__l, ..... ,;_c_w)} voldoende voor de asymptotische normalitelf
van ééis, Aan de functie qs worden geen regelmatligheidsvoor-
waarden opgelegd.

Volgens sftellling B overschrijdtCTﬁQJJ zlJn asymptotische
uwwaTMagﬁfﬁ voor ledere elndige m . Als wl] dus stelling 1.1
gebruiken als een benadering van de verdeling vanfg-voorfn eroot
maar e€indig, dan onderschatten wij de variantie van (L. In vele
toepassingen 1is dit ongewenst en moeten wij liever de volgende

stelling gebrulken:



Onder de voor~aar%@n van stelling 1.1 en als

nadert de simultane v.f. van

(1) {1}

voor ¢u9?3tot de ¢
en [ SJ ( ] als covariantiematrix, waarbilj

({,d—)

z: De stellingen (1.1) en (1.2) betreffen dus de asymn-
f*} g ) | |
S L€ ¢ die zuivere schattingen

()
zijn van @ | ... Qfg}. De zuiverheid van een statlistische
totisch ge-

totische verdeling van {/

grootheld speelt natuurlljk geen rol bij het asymp
drag. Stelling (1.1) kan uitgebireid woraen tot een grotere klas-
se van statlstische grootheden, vandaar

Stelling 1.3:

(y) ( y)
Stel L[{f = L Jf+

it wan TRk

%.

(y) _
waarbilj é( in stelling (1.1) gedefir <2erd is en A°
aselecte veranderlijke is. Indien aan ¢ voorwaarden van stel-

fin 4 *
ling (1.1) is voldaan en wé%ﬂ \g*{”éiﬁif:mcm, (lxg,..,;J) 18,

Ty OO

dan nadert de simultane verdeling van

(s e”) e

tot de normale verdeling met gemilddelde O en {Hm(x)ﬂqﬁﬂ}(rﬁﬂ
als covariantiematrix. f
stelling
Stel ;U,_HQ;&T?is een aselceccte s%@@%proeg uit een ¥ ~dimen-
sSionale verzamcling met fY&Jm-“(xffﬁﬂ_,_}mcﬁ”f als v.f. en

stel

% W AF(x). .. dFlx_ )

"
. 1)
i
LAl i
g
!
1, y

zljn regelmatige functionels wvan F ’ W@&l"bij (]? (1'—,, SRR }CW%")

is en »n niet bevat.

symmetrisch in de vectoren X Xt

Als nu §(x) de v.f. van de aselecte steekproef 1s, en indien de
variantie van



g ~dimen cemiddelde O en

tals covariantiematrix.

slonale normale v.,f. met

Stelling 1,

Stel (Y[,) (ZZ”’ C({?}/) is een stochastische vector,
waarblj Z( G’ in stell in@ (1.3) gedefinieerd is en veronderstel
dat aan de voorwaarden van stelling (1.3) voldaan is., Indien
de functie ’//y} - h (c?J) nniet bevat en evenals dc
partiBle afgelelden van de ¢ ovd@ in de omgeving van het punt

) (%U ﬂﬂ'j - (3a} continu 1s, dan nadert de verdeline
van de stochastische veranderli jke l/' " (9 )} tot de nor-
male verdeling met gemiddelde O en

als variantie.
Opmerking: Stelling (1.5) 1s dus een ultbreiding van de vorige
stellingen en betrefl't de asymptotische verdellng van een func-
tle vané(m of Q{!~statistische grootheden.

Aangezicen leder moment waaruit de variantlie bestaat 1in de
vorm ___é_[ I....--..-:..- 9(;) geschreven kan worden (zie par. 5 A en stelling

(1.4)), is stelling (1.5) ecen ultbreiding van de stelling ovenr
ecn functie van momenten. |

De hiecrbovengenoemde limietstellingen kunnen uitgebreid
worden tTotC het geval waarbij de ;gd‘s verschillende verdelingen
hebben, HD@ffdih@,fS]zet ulteen hoe de ulitbreidingen kunnen
geschieden.

>. Speciale gevallen van.([w statlistische grootheden.

........

A. Momenten en ffuncties van momenten,

WG AN A G TR S Ry N ol B PR GO e VRS GO RGN W e TR TS e e v AW A SR e A R il R Aoe

(A.1) G(S)W.._.__wa “

T tf,?{# -y,

Als m=s 1is 6(S) = (L .



n (L ~statistische
geldt voor ledere m .,

rrootheden

en 69(5)is cen linealire functle va
met coEffici&nten dile vanmn afhangen. Dit
In het algemeen 1s @(5) echter geen zulvere schatting
Indlen de verwachting v&n.é’ﬁﬁ)@chtwr bestaat voor iedere F in

.QD , dan 1is
2

en dus kan de schatting

(é‘)} =6(F)+ O(m7)  (z1e ook (¥))
7i0i)§an 9(¢J asymptotlsch zulver ovel

genoemd worden,
De steckproefmomenten hebben de vorm (A.1). Hieruit volgt
dus dat de zulvere schattingen van de momenten ({ -statistische

grootheden zijn.

Uit de stellingen (1.1), (1.2) en (1.4) volgt dat de sto
proefmomenten asymptotisch normaal verdeeld zijn en uilt stelling
(1.5) volgt hetrelfde voor een functie van die momenten indien

aan de vereiste voorwaarden voldaan is., Dit resultaat is bekena
(zie Cramér: Math. Methods of Statistics).
De steekproefmomenten hcbben de vorm (A.1). Hun kern @ kan

als volgt verkregen worden:

Momenten t.o.v. de oorsprong:

} X ‘ v ) of . () M‘t
/CL - . (3( ) C e (JC
mu;a)%

Momenten t.o.v. het gemiddelde: Een moment t.o.v. het gemliddeldc

ol F(/xﬁ,{f).h . :x,(w)

is een veelterm in momenﬁ@nyﬁc’t*o,v* de oorsprong. Voor % =/
(d.w.z. in het geval van een é&ndimensionale verdellngsfunctie)

18 , \
C = f(xw//x.) o f_(.:rf.)

'waarbiq/u.het gemiddelde van de oorspronkell jke verzameling i«
Geef met ﬁfzde cegchatte waarde uilt de steekproef van c “aan.

Dan 1s

A D m — P T
= y .



Nu 18

t.o.v. het gemiddelde van e¢nige orde zijn (zie Halmos fB] ) ).
fi?()g, ..... Jxa)wordt ecn parametervrlje zulvere schattling van
] ,
- f 2 | . _ I \ . | ‘ x |
6(F ) genoemd indien 5 x )% ) = Py )
ook al bestaan, waarbi] X, X n onafhankell jke stochas-

tische vectoren zijn.

Ook dc 4€~ﬂtatiatiachw grootheden van Fisher ziljn (( -sta-
Dit volgt ook uit hun definitie als zui-
vere schattingen van de cumulanten, symmetrisch in de steek-
proefwaarden (Kendall I, blz. 256)., Zij zijn dus ook asympto-
Tisch normaal verdeeld,

tistische grootheden.

B. Gemlddeld verschil en concentratie-co&fficiént.

Als 4. -+ £ monafhankelijke, reéle, aselecte verander-
td;
1ijken zijn, dan wordt het gemiddelde verschil van Gini (zon-
der herhaling) gedefinieerd door

'Y?{"Y).....f) 0(—'-}‘-'-’/3 oA iR
Indien de '#HJS allemaal dezelfde verdeling F hebben, is het
gemiddelde van d

W i

1) Als de stecekproefmomenten van de m- orde gedefinieerd worder

door

™

n
(X, ... ,xm)::..f... Z (x. - i")
'rm M G:f ¢
waar SE.-.-.-....-%_ 2 x., dan bewijst Halmos dat, als % (x,,..-, x )
L - Y3
zulvere schattingen van de momenten t,o.v. het gemiddelde

van de oorspronkell jke verzamellng ziljn, deze gegeven worden

door

J nog in termen van de j'm' s uiltgedrukt
worden, maar niet meer als een constant veelvoud van de j;;a.
In het algemeen is £ ecn lineaire combinatie van g
met rationale co&ffici¥nten, waarvan de noemers (m-1)(n.:
,,,,,,, o {m-m+)  zl]n,




en de variantie van 4 is

N ¢t B I'b i j " = 2 i S >

waar

(B.1)

en

(B.2)

De notatie } ( J) f (J) dient om het verbamd tussen de
functionels van.F“en de functionelcfff) aan te dulden; J?is
alleen het symbool van de functionel en niet een bepasalde waar-
de daarvan. Soortgelijk is gﬁ(&- /d) /y /

Nalr [HO] heeftcjz(dj voor verscheidene specliale verdce-
lingen berckend.

Volgens stelling (1.1) 1is V;’Gg*cﬁ’asymptotisch normaal
indien:ﬁ (J) bestaat.

De concentratieco&fficiédnt van Gini wordt wvoor niet-necva.
tieve waarden van g B Eﬁn gedefinlieerd doonr

2
1- Ef
waarbilj g 2 -JM , f(j ls hier een functie van twee __i;{ ~-statls -
tische groothﬁden, ndien de y_ 's gelljk verdeeld zijn, 1ndien
Ei{ 2} bestaat en indien /A¢;:fi{3}>o, dan volgt ult stelling

(1. f') dat W(g

TR

&Ml asymptotisch normaal is met gemiddelde O

en variantie

waarbilj m(d)=2 en wm(u)=1,

~ume }'(Uv_m o fwﬂf/ﬂj




C.
EQQEEliQESE,
Definieer~5ﬂuj door
(C.1) () =/ o
en stel
O
oy Cld) =g fiesu) . )
Als » -
_ { ¢ r .
xdz(xwz,’ ...... )XH , (O'a;:f“??)
een steekproel van m Y?ctoren met * componenten elk 1s, defi-
L (e}
ni€ren wij de rang 73 x, door
| (Y D) (t}
Zf?d :*‘ZL—*[}%; (/{X.w{ .,...xﬁ) (Lwi,. ,{’)
(C.3) 4 () (¢}
- M +..LZS(X....JC }
l. Z Xz { e ﬁ
. . (i) (<) (i) _ o
Indien dc pgetallen x, | x, ..., X allemaal verschilillend zijn,

heeft het kleinste de rang 1, of op één na het kleinste de rong
2, enz. Als sommige gelijk zijn, wordt de gemlddelde rang door
(C.3) bepaald.

Tedere functle van de rang 1s een functie van uitdrukkin-

) a ()
gen C(x( — ()) of Q(Id._x(})
&
Omgekeevd aangezien S(x ﬁ;)*m“(R R , 1s iede-
re functie van ultdrukkingen < x ¢ ") of c(x” /;"’ een

functie van de rang.

Beschouw een regelmatige functionel Q(F) waarvan de kern
@i(g,*u,ka) alleen afhangt van de tekens van de verschillen
tussen de veranderliljken

{ <) ¢
(qu') S( ()) ('of'/};*!*"m)t::l‘}ﬂ)



De overeccnkomsti
tle van de rang

gC ng&t@tiﬁbi@ch@

grootheld 1s een func-

C, ... C  aannemen,
gen wij
0 - C

Lk P #;‘rlm
. HLEL

grensd. Dus bestaat Eﬁ{‘en.als X, X, ..., x,8e8l13K verdeeld
zijn, nadert de v.?f, van\ﬁnﬂgmwyvolgens stelling (1.1) tot ecn
normale v.f., die niet-singulier is voor }i;> Q .

Een voorbeeld van een zodanig functionel is

D. De correlatie tussen tekens van verschillen.

T o e TR WM L MR UL DO N R SRCH e M GRS Gt Wil WS SO MeWR L g oo R B el N mey S el WAl S TR SR TR UG R TN WO R AMNE

Beschouw de tweedimensionale steekproef

(D.1) (%4 ). (. 0) (%)

[—Of (I:‘i i,(l;); (/ X;)* Iz.(lya Tt T ) (:1: ' ﬁ))] '

MeT ellkke twee waarnemingen van deze steckproefl komen er
cen paar tekens van verschillen tussen de desbetreffende ver-
anderli jken overeen:

(D.g) 5(3%}{ ......Z):iﬁ) , 5(&{@{....3{3) \ (0(#-/3;041/3.::!;....*}7)~
(D.2) 1s een verzameling van x»(¢m-:) paren van tekens van ver-
schillen
Omdat 2; zf* |
S5{(X, _X = = 5 -
F (% - %) s - 9)
is de covariantie T van de tekens van de verschillen (D.2)
.3) =~ /7 X, . _
(D 3) wﬂwﬂdé§gﬂ S(‘ﬂ ﬁ) S(LT jb)
of t - _S , wearbij Sde Svan Kendall [7] 1is.
n(m-1)
We noemen T de verschiltekencovariantie van de steekproef
(D.1).

Als alle x's en alle ff'S verschillend zijn, dan is
2
Z S X, e X = ’W(’T?wf)m (
en is T de nroductmomentcorrelatie van de tekens van de ver-
schillen. & is een lineaire functie van het (minimum) aantal



inversies in e permutatie van de rang van x

ﬁ is een U -statistische ~rootheid.
een aselecte cleekproef uit een twe

¥ 18 een functle varn

Wiy,

edimensionale verzameling

functionel

en 18 dus een zulvere schatting ven de regelmatipge
van de tweede graad

(D 4) 4

¢

{ 1s de covariantie van de tekens van de verschillen vevw
de overeenkomstige componenten van C§ﬁ‘yd.ﬁ

-

zameling van paren van onafhankelijke vectoren (*gg_,,d, i mgﬁ) : (;?;f;.;,i : jgj
met gell ke v.1 F( X {f/} . Als F‘(x., n,(j continu 1is, is (€ de
momentcorrelacie van de tekens van de verschillen.

Stel nu

(D . 5) }m(x : :{) — Eﬁ__’ ' o y i O)*f' FM(I 0. 5*0) 3 F(x+0, Hﬂ @) +F(;&'. + 0 L faj; X

dan 1is

of Fx, 0, q.o)
in het disconti-
nue geval.

A+rB = F(x, )

(A +C)MF(M,3‘)
A+R+C+D = 1. ’

Verder 1is { =

Nu is de variantie van T

N R ‘ <
(D.7) )= (7)7 2 ((772) ] ()= 2 )Zg/m.::)}f(z) )

waarbil ]

(D.8)




(D.9)
Als f(x y) continu is, den is

J (o=

en f(x y) in (D 6) kan vervangen worden door F(x, 3)
Als x en 4 onafhankell jk zijn en een continue verdelings-
functie hebben, dan is (T=o)

zoals volgt uit
val
Nu 1s

Qok 1s

Dus

(D.10)

Dit stemt overeen met Kendall [(J waar & '(.:S)m_.%_._’n(?’?m 2)(2m ~5)
en T = (2 S) .
In het geval (D.10) is de verdeling van T onafhankelijk van

P,

de ééndimensionale verdelingen van x en y .Dit 1is echter nwvet

iy
niiliagly,

meer het geval als de onafhankelljke veranderlijken discontinu
zijn. Dan hang‘t c’(¢)af van "P{ X = X } P {1 = 31} en

= Y

P{foél £3 ‘ P{E }
Uit stelling (1.1) volgt dat de v.{ wvan W(EM 7) naar de
normale vorm nadert . Vergelijk ook Kendall [’l’l] voor het s. o
ciale geval dat alle permutaties van de rang van x en gy even
waarschijnlijk zijn, hetgeen overeenkomt met de onafha;xkelijk 4~
heid van de continue (stochastische) aselecte veranderlijken x
en y .

T ——

In het algemene geval 1g de asymptotische normalitfelt wvan
% bewezen door Daniels en Kendall f?] en door Hoef'fding [4-_/ ~

De functionel Z'[F) is stationnair (en dus 1s de normale 11-
mlietverdeling van V' /Z‘..... “"“) dan ﬂnul‘ierﬁ) als \_f <o 1is In het

:j !W)m ¢ of dat aan




1

wordt volcdacn met een waarschijnlijkheid 4. Dit is b.v. het ne-

val wanneer y cen Loenemen

functie van x 1s Dan is €= € = |/

Ll ]

met wasarschijnlijkheid 1 en o ¥(¢):o

Een voorbeeld vaen een geval

L ' : e
G (tr)>a 13, is het volgende: x is * verdeeld over het

.....

interval (0,1) en

(D.12) g - x + L VOO Q= x <.L ﬁ 1&:3:—-..1-

Hier 18 T=0 . = 1 en o'(t)= uit (D.7) met
2

™ (w.....f)

-ﬂ““““m#mm:&”m““‘mmmm““-ﬂ““mﬂnummm*!wm“w“m

Stel Y, 0 » 21Jdn m onafhankeli jke, retdle, stochastische
veranderl: Jken waar?bij g de continue v.f. T (3) (A =1 ..., m)
heeft. Wij willen de hypothcse H, toetsen dat de g, ' s
(t=1,...,m) alle dezelfde verdeling hebben, dus

o Fly)=- . =F, (4)

tegen de alternatieve hypothese H‘ van een Ystijgend verloop’
dus
/f/, ; {(g)(@(/tj)‘f..'CE(y)
Mann f;?] heeft ecn toetls van Ho tegenover H, voorgesteld

die gebasee ¢ is op het aantal,/ ongeliljkheden 4, < jp s waa ol
A< B 1s. Nu 1s

-l - = s(y -y ) (Kendall[ 7 7, vers,

w(*(/} —
De U -statistische grootheird

n(n -1 n(n - 0@,(«:/3

’ .
ic dezelfde als (D 3) voor het svweciale geval waar eén compo--

nent geen stochasticche veranderliijke 1is.

Stel
e Loa= SE-Affs(y - g )df (g) 2l (y)
s*(mﬁ){-?[@ () d-é}(ﬁf)”’} '

Indien 4 geldt, 1s 1;/3 = S(oiﬁ/a)[“z[F(y)c{F(y) - .r] = O

Indien /7’, geldt, 1s J-Mﬂ< o , want 5(04._../3);; -~d €n {...*.}j:)o.

Aangezien }J(;) =

volgt dat
(Eﬁq) g [g) - 0 onder H en




Veronderstel P(’_g< a,mlHn);ﬁm £ , waarblj a_het
getal 1s dat hieraan voldoet, dan wordt € de onbetrouwbaar-
heirdsdrempel penocend.

D1t betekent dus dat de waarschijnlijkheid dat een ase-
lecte steekproef een waarde van € zal geven kle

grootsate

iner dsan a’h y
, Ten hoogste gelijk is aan &£ , de onbetrouw-
baarheldsdremncl. & 1s dus de kans op het ten onrechte verweir-

indien H  juist ic

oen van de Jjurste hypothese (fout van de eerste socort). Maar
wij kunnen ook een fout van de tweede soort maken, d.w.z. Hg
wordt niet verworpen, terwijl een alternatieve hypothese

H =+ H, geldt Dit wovdt gegeven door

celdt .

(E.2) Pltza [H] =p  waarbij H=H

Het ic uiteraard ook gewenst dat B zo kleiln mogell jk zal
z1ijn. Het onccrscheidingsvermocen van de toets van de hypothexc
H, tegen de alternatieve hypothcse H  wordt gedefinieerd doo:

(E.3) P[£<a~,,,,/f-{]= [~ B,

dat 1is de waarschijnlijkheid dat H_ terecht verworpen zal wor -
den wanneer H ==H geldt.

Ult de definitlie van a volgt dat a _» o VOO ®_poe €N
omdat o (t) = O(+) (want ¢ is een { -statistische grootheid),
volgt uit de ongelil jkheid van Tchebycheff (Cramér [ﬁj,blz.
132) dat P[§< a }H] >4 , d.w.z. dat de toets bruikbaar 1u
en dientengevolge aesymptotisch zuiver 1is.

(Let wel dat onder /~_{ L = £ (t) = 0

en onder H: T_ =& (f)l<a .
Volgens de ongelijkheid van Tchebycheff 1s

P{IE”Z—,-,’W): K"‘}é}‘l‘f waarbij K > o
......->..'..;. S " g wl ]

of 73(12“"T“}”“K}“”“%&” - . I <o onder H
d. 1. P{(E“Th)lﬁ Ki}é ngtl en lrnl>\&‘w\ |
" voor voldoendc

p=rir= aﬂ}H} ”P{é‘fhé o “Or(-f-z ] ' gtoi,e mr > 0

— (&'“m ) i : - . k1! i |

- - ~ , waaruit volpt

Hierin 1s ?,‘,_ﬂ = O €N & -—»0 VOOY n_yeo
dat P{t < a IH} — 1 )

Mann heeft ook aangetoond dat de toets asymptotisch zulver
is en heeft bovendien voldoende voorwaarden gegeven waaronder
de toets zuiver 1s voor eindige n

Uit de algemene theorie van.d@,éfwstatistische
voor het pgeval waar de x 's verschillende v.f.'s hebben, volgt

14

grootheden

A,
~ nptotlisch normaal 1s

wuts|

B @ e
k0 ' | .‘u I
. _ ':lr-'l
i
L

dat de verdeling van

 .f)'



Verondcrstel dat de stochastische veranderlijken x, y. €cn
Wij willen de hypothesc H,
toetsen dat X en y onafhankelijk zijn, d.w.z. dat

F{X“j) = F(:C,m), F(co,y) “

continue simultane v.f. F(x, y) hcbben.

Omdat de verdeling van ledere statistische grootheld, die

othese

alleen de rang van de veranderli jken bevat onder de hyp
afhangt, s
verscheidene "order statistics'. o.a. ook de verschiltekencor-

H, niet van de v.f. van de verzameling uggereecd

relatie Z  te gebrulken om voor onafhankell jkheid te toetsen
Uit de¢ voorgeande resultaten kunnen wij het asymptotisch

onderschelidwngsvermogen van de toets voor onafhankelil jkheid,

dat op £ gebaseerd is, verkrijgen Indien A, geldt, is

f(_g—)m t-o0{vgl. nar. D) en dec kriticke zone van grootte & van de

t ~toets kan .edefinleerd worden door [t[> ¢, waarbi] c het

kleinste getal is dat voldoet acn de ongelil jkheid

(F.1) Plit[>c, |H} = e

€ wordt de onbetrouwbaarheidsdrempel genocemd. Volgens stelling

(1.2) en {(D.10) kunnen wij schrijven (:””Ef;$ , waarbij 1} tot
" 3 Um "
een positieve constante nadert, die van & afhangt.
Aangczilen Cf%}J;:CDéﬁj , nadert het onderscheldingsvermo-.

Ptz 222 | H}

tot 1 als m _,e 1in de alternatieve hypothegse H met Z'(F) == O

Ale T s ~ > 2 A \ _ Ri'3, :

Als T=o , . .,f;.’”o’i-, it = 222 [H} < (uit ongeli jkheild van
Tchebycheff)

Als T=-o0 en }'(q)< $- , Krijepen wij zelfs

en ten opzicnte van deze alternatieven is de toets asymptotisch
onzuiver. In het geval van de verdeling (D.12) geldt b.v. dat

Plgl = 2|} — o

geval 1s er een functionele betrekking tussen dc

In dit
veranderli jlken, en de verdeling verschilt dus enorm van het geval
van onalhankelil jkheid.

e vraag

is nu of er parametervrije toetsingsmethoden voar

onafhankeli jkheid bestaan die zuiver zijn of asymptotisch zuiver
zljn.
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van een statlsti-

In een parametervrije toetsingsmethode

sche hypothese worden gcecen onderstellingen omtrent de functio-

nele vorm van dc¢ verdeling van dc verzameling gemaakt. Een al-

gemene theorlic van parametervrijc toetsingsmethoden 1s nog nict

ontwikkeld e¢n het ziet ¢r naac uit of er geen bevredlgende

definitie van een "beste" parametervrije toetsingsmethode ver-

kregen kan worden. Wenseliljke eigenschappen van een 'goede"
carametervrije toetsingsmethode zijn zuiverheld en bruikbaar

helid. Eeén toets van een hyvothese Hﬁ wordt bruilkbaar ten op-

zichte van ecn oepaalde klasse toelaatbare hypothesen
indien dc¢ waarschijnliJkheid van het niet verwerpen van hQ
wanneer een hypothese %= H, van die klasse geldt, tot nul nade.sc
met toenemende grootte van de steekproef.

cenoemd,

Een asclecte steekproef van grootte n 1s gegeven en daar-

uit willen wij bepalen of de twee stochastische veranderli jken
x en y onafhankelijk zijn. Wij nemen aan dat de v.f. F(xy)

van (5;) continu is. Stel £& is de klasse van continue v.f.'s
F(x, y) en o8 is de klasse van v.f.'s die continue simultanc
en marginale wacrschijnli jkheden hebben,

Hi:  Flx.y) = F(x,0) Flen, y)  1s de hypothese die getoetst moet
worden

F(x,y) is dus een twecdimensionale v.f. en wij schrijven

D(x, f) = /r(:}c,f{) — F(x,f:o). F(&o, :f)
€1l
(F.2) A =4 (F) :[DQ(X,L() df’(:t,t() , waarblj de integraual zich

over Rz_ (zie Cramér [’l] ) uitsctrekt.
De stochastische veranderlijken x,y mel de v.r. F(x, 3() L

dan en slechts dan onafhankelijk als D(;.f{)a O .
Stelling ) :
Als F(x, ff) tot QF behoort, 1is A('F') =0 dan en slechts dan
als D(x, y) =0.

i

D(x, f/) = 0 , dan 1is ﬁ(!c) = O
Omgekeerd, veronderstel D (=, g{)# o . Aangezlen F(—'f*_‘,r) in {2
is, is de functie #lx.y)_ £ (x) o, (y) continu. Nu is

D (3( > y) = ol ( U, v ) ol v




21

oestaat er een rechthoek ( in 22 zodanip dat dfx,¢)>0 1ind.en

Dientengevolge i:c D{x,y) bijna overal in
in §) Dus is

== O , hetgeen de stelling

Als F(x, 7) discont .nu :s, kan A(F)m o zijn terwijl
D(x,y)#=0a. bit 18 b.v. het geval voor de verdeling

P{__}E..":Q,jm}m P{;::,!:o} ;-.é, ..

Het 1is nog onbekend of D(’x, 7)5 o 1s als A {F) =0 18 voor con-
tinue of absoluut continue Ffx,q).
Uit stelling (F.1) zien wiJ dus dat alleen wanneer de sto

chastische veranderlijken x , y onafhankelljk zijn A4 (Fl=0 1.

s

Verondcerstel nu

(F.3) G(a)m{' oo e =

Plogi o ixy) = P ) POx20m) Ple050) #O5 05 )

(F 4) A =

(I) De statistische grootheid D . Stel (x.¢).. - ,(x , 4 ) 1o
een aselecte steekproef uit de verzameling met de v.f Fix y)
n5 €en stel

(F“S) = Qﬂ S — g Z ¢(“¥“‘*"; 'jw,; ¢ v e 3 z!:.m.f ij“5_>

W'%msﬁ) v e ("?‘1%&4)

atie over alle « aanduldt zodanilg dat

Y/ Lok (a',J“,....,.s').

¢
Omdat het zantal termen in 2 rfn-i)...(n-4) is . volgt uit

; :H '- _ 4 | il I:: &
Wi

' £

: ¢ 2




e

In het geval van onafhankelil jkheild is g_@_ = O0{want 4 = O
voor onafhankelijkheld zoals voigt uit (F.3) en (F.4)) en dien-

tengevolge kan D zowel negatieve als positieve waarden aannemen.

Het zal bewezen worden dat -5 = D, = ;& , waarblij de bovenste

Erens g% voor 1ledere m bereikt kan worden, terwijl het mini-
mum van D 4 . blijkbaar toeneemnt met »

De stochastische veranderlijke D =zoals gedefinieerd in
(F.5) behoort tot de klasse van Qémstatistische grootheden.

Hierult vol; Tt dus onmiddelli jk dat:

¢( "'-’x’yf):'b,r:'}éfz’¢(>%<,'td;""‘xd;'3d;)

Pan is de varitantie wvan

1.--

(F.73 2= (372 ()G

Verder 1s 25\3 = m Vax mﬂf‘:—- 5 }
1f\ﬂqu21 is een afnemende functie van m en
(F.8) Aovn m Ven D_ = 25:{

T e O /

Volgens stelling (1.1) is de stochastische veranderli jke
\E?(Qm,mzﬁ) asymptotisch normaal met gemiddelde O en variantile

25 T .

| Het zal ook bewezen worden dat in het geval van onafhan-
keli jkheid }i:cn is zodat V»' D een ontaarde normale limlet-
verdeling heeft. ( A - 0o voor het geval van onafhankelijkheid.)
Hoeff'ding heeft ook aangetoond dat md_ een niet-normale limict-
verdeling heeft, maar aangezien het bewijs daarvan tamelil jk ge-
compliceerd is. wordt dit hier niet gegeven.

(II) De berekening van D . De rang van x_ wordt gegeven door

SChl”ijf nu T

en C =2 C(édw~£ﬂ)-c(34mjﬁ)mx.



en Y, < Yo (Omdat Ffx y) continu 1s, kunnen wij]
s y. als @(4?/3 .} Schrijf verder

- € (1 -4, 3 )} { . (/-5 o, -7 o, ) ¢ (,‘f I p )} f

uit (F.3) en uit (F.5) en geeft na rangschikking
lende gevallen

in verschil-

- +—("n ~ 2}/‘?’}“ 3)8 .

_ 2(n_2)
(F.10)

A ~2(m-2)B +(m_2)(n-3)C
n(n_)(n-2)(n-3)n_a)
Om dus D te berekenen voor een gege
eerst de getallen o en C voor elk element van de steel-
proef berekend worden, dan A , B, en C uit (F.9) en dit substi-
tueren in (F.10).

ven steekproef, moeten

(ITT) De variantie van in het geval van onafhankell jkheld.

Omdat F(x,y) volgens aanname continu is, is ook F(x,e0) en
Flen zj) continu. Dan zi1jn de ongelijkheden x <x, e€n
F(ag,m)<F{xz,w)@quival@nt behalve als F(:r:“m) = F(x.,_ o) . Hetzelfde
geldt voor ¢y <y en Flen,y ) < Fleo,y, ) . Dit toont dus aan dat
de functie ) . (F.3), niet van waarde verandert indien x, ,y
door F( X, oo), Fleo, y )} vervangen wordt (. g pr 0 ,behoudens een ver-
met waarschijnlijkheid nul). A en D zijn dus invariant
voor de transformatie

t=Flxo0) , Ve Flon,y) ; & = Flx.c0) | wr=Fles,y).

zameling

In het geval van onafhankelijkheid 1s dus Fx,y)- uv en

dw ol

w a- resp. (Voor ons f‘hankelijkh@ id is 4 .0



¥ |
De som 2 strekt zich uit over alle permutatiles («, .., &)
a - , . ‘- =
van de getallen 1,  ...,5 en C{z) = o} voor z I O.

L

Hoeffding vindt de vol:iende waarden voonr j; :

7:‘*0 , 200.302}2 :::_%_ ' 600'302\{;: !31’

{

600.30 J = b« | 120.30° T - 12
& 5

Cnczaan er niet in slagen deze bepealde integralen te verififven)
Uit (F.7)

{20 (m(ﬂ“’“{"” _ M— (m-5Hn-6) 7

M&z ymD)

(F.10') = 2n efn 34mri28 _ 2 {(n*-5n _31)

gm{m-a}fm-ij{n_3){m-u) gm{m_t)(m-3n_y)

te bepalen s om
gegeven 1in de volgende paragraai
uit de asymptotlische verdeling

552, par. 8)

in het geval van onafhankeli jk-

ult de exacte verdelingen, als

te berekenen @n-wémﬁ
T? ey ©O

’ean nD_ (zie Hoeffding

%

is een steekproef uit een
N1J beperken

verzameling met een continue v&rt%lin_afunﬂtiem




ons dus tot ﬁt@ekprﬁoeven met X X ;€N y gy g o.ovel
(i ffﬂ ) . a 3/% ) 18 een herranﬁschikkin van ()c” y )

NES )zodanw dat x:<x.<‘ < x, engie\’j’ ,...<”5_n_
De D@f‘mutdt ie = (ﬁ SRR ) ,,.,) van (/, ... ., 'n) wordt de rangschik-

king van de steekproef S genoemd,
Q“ hangt slechts van de rangschikking =
Wi1j sch igven dus D,-D,(77)=D (p....... ,,/s_n) . Als (’/3“', s Pei)

een permutatle van m (< n) van de gehele getallen / ....,n
zodanlg dat /3,’</3;< . . L /3,m , dan definwren wij b

= D (&, .., ot,) Als WiJ in (F 5) (.x.d : jﬁ) vervangen doow

™

Krijgen wij

(711 D= D (p o p)=(s) ZD (A R,

!
waarblj 2 de sommatie over 2lle <4 aanduidt zodanig dat
/&M,<ml< N L =T
Als we met W(‘)d@ vermutatie aanduiden, dile verkregen

wordt uit 7 =(p, .. ... , ) door weglating van B, dan krijuen

wlj de herleidingsformule

- 4
Z)w (77)::(;?) Z Ds‘(ﬁd,"""'ﬁﬁs) /,%a{.d: ._ﬁ<¢ﬂfgw
~ !
D (M) =(5)Z D (A, P S el Bt

(F.12) a1 mD(7)=(n_5pZ D_, (7"

Uit (F.5) en (F.3) volgt
D(p, - p)=—r & RO¥
Dus 60 D (P, )it E (0 o) Wt o) P leali oo, WO )

waarbi j Z uitgestrekt is over alle permutafles van o« .. ..
bus

} L ( o, . o )] =k O

en wel met de volgende permutaties:

[e(a, o). a[ﬁﬂf‘”%}]cmﬂ

3, 1, 4, 2, 5 (+’l) 3 2, i%’-# 1, 5 (-M) 3, 1, 5, 2, 4 (M‘)
3, 1, 4, 5, 2 (-1) 3, 2, % 7,1 (-1 3, 1,5, % 2 (-1)
3, B, 1, 2. 5 (-1) 3, 4%, 2, 1, 5 (-1 3, 5,1, 2, % (-1)
3, 4,01, 5, 2 (+1) 3. 4, 2, 5, 1(+1) 3, 5, 1, 4, 2 (+1)



3, 2, D, 1, 4 (+‘1)
3, 2, 5, 4, 1 (=-1)
3;‘5 J 2.& 1," 4 ("""/')

.1 (+1)
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(F 13) 60 D(p. ... A= 2 as B, =3 en B.A< 3 of 3

—{ as Bi=3 en B<3I A>3 of AD3 A

Voor m=5 wvolgt dit uit (F 13) en voor algemene » uit (F 11)
t ook dat D, niet van
waarde verandert, indien in de permutatie (A ..... . /3,,) de getcal-

Uit de symmetrie van D, t o.v x en y volg

len 1, 2 of de getallen m-/, » verwisseld worden of als dec ver-
mutatie coor zljn inverse vervangen wordt .

In het geval van onafhankelljkheid hebben alle »! mogeli jkc
rangschikkingen dezelfde waarschijnlijkheild ;ﬁ ,Om dus de ver-
deling van [ te vinden, moet het aantal rangschikkingen be.cald

w1
worden datv een bljzondere waaerden van D,

Voor m=5 zijn er 5’-720 rangschikkingen. Volgens (F 14)
behoeven wij slechts de rangschikkingen te beschouwen met
P<pf . A<pA . B</p4 Hun santal is L29% = /5 ‘Die rengschik-
kingen onder deze 15, waarbry A, # 3, geven Ds = @ Er blijven
dus de volgende drie permutaties over

(/U 2, 3, hfﬁ 5)& (13 4,3, 2, 3)3 (15 4, 3, 5, 2)
Uit (F.13) vinden we als respectieveli jke waarden van 60 DS.
2, -1, --1. Dus 1is




Analoog kunnen de verdelinten van Déﬁ D ,... berekend worden

door gebruik te maken van de betrekkingen (F.41) en (F. 14)
70 is voor m = O:

-2 &
~ ] 2. )
0 36
d 10
2 g

1
-~

Hoef'fding geef't ook een tabel voor het geval m :
Uit (F 13) en (F 11) volgt dat - A = D =

' Moy =

n= 5,6,...

De bovenste grens £ wordt bereikt voor 7 = (1, ..,n) en
iedere m Volgens de pevallen n = 5,0,7 1lijkt het alsof het mui-
nimum van D_ schijnbaar toeneemt met = , (“gﬁ;f - oL __z_,.)

uit € D A, volgt dat A= L

L 30

(V)

van de D -toets om te toetsen op onafhankel. jii-

Als een aselecte steekproef uit een tweedimensionale ver -
deling met een continue v.f cegeven is, dan wordt als volgt o

A gl

onafhankell jkheld getoetst:
/"/Q : F(?I;y):F(Z\CJM).F(w,y)
Stel ¢ s het kleinste petal dat voldoet aan
g,

(F’}) P[ﬁ@ﬁ)SﬂHc}wm
waarbiy X (O<o < 1) de gekozen onbetrouwbaarheldsdrempel 1.

Bereken D_ zoals in par. F(II) is aangetoond. Als D > §_
zo&ls uit Ge exacte verdeling verkregen is, dan wordt de nulhy-
nothesge Hﬂ , dat de twee stochastische grootheden x en y onalhan-
kelijk zijn, verworpen Voor »n = 5,6,7 kan § uit de berekende

tabellen verkregen worden.
Uit de ongelijkheid van Tchebychefl en (F.10') volgt det

P { / oD - 30 A } - -2

»

maar

; el opbe

F fmn- 1) (M -3 -4




I
30 § = V 2 (n*e 57 _32)
T "

M-D{n_3)(n.q)d
omdat § het grootste getal 1s dat aan (F.15) voldoet. T

§ = 0G)
‘n 3
Als A>0 . 1s A --51 >0 voor voldoend grote m . Dan is

P{-‘D?;>S:‘? /H}g P{/Qﬂmd/é A“S’ﬂ}r}* ] _ Vax D,
(a -9 )*

—_— / G/& N5 3 (&tth

)

waarblij A de alternatieve hviothese A > 0 voorstelt.

Dus volgt hieruit en uit stelling (F.1) dat de D -toets
brulkbaar is ten opzichte van de klasse n-
zuiver 1s.

en dus asymptotisch

b

(VI) Enkele opmerkingen.

Volgens Hoeffding 1ijkt het alsof het onderscheidingver-
mogen van de D -toets in vergelijking met de productmomentcorre-
latletoetTs voor een normele verdeling met een correlatie f ;
enigszins laag is voor kleine waarden van /S’/ en voor m_ co
Het resultaat is misschien niet geheel bevredigend voor waarden
van m waarin wij geinteresscerd zijn. Aan de andere kant 18
te verwachten dat een toets, dlie brulkbaar is ten opzichte wvan
een grote klasse van alternatrieven, een lager onderscheidings-
vermogen zal hebben met betrekking tot een deelklasse van alter-
natieven dan een toets, die optimale kenmerken ten opzichte van
de deelklasse heeft. Dit werpt dus het probleem op om ult een
gegeven klasse van parametervrije toetsingsmethoden (zoals die.
welke bruikbaar zijn ten opzichte van QF ) een toetsingsmethode
te kiezen, die het grootste onderscheldingsvermogen heeft ten
opzichte van zekere parametrische alternatieven (b.v. normale
verdelingen). (Zie Hoeffding: Optimum Nonparametric Tests).

(VII) ZEen paar verdere stellingen.

Stel dat 77;W (v=1,2,...,m') de n! mogelijke rangschikltin-
gen van steckproeven (grootte »n ) uit een tweedimensionale ver-
deling met continue v.f. F(x, ) z1ljn (vergell jk par. F(IV)).

Als F(x.q)= F(x.0) F(en,y) . dan 1s

(F.16) P{Zv}:#? (v=i,....,m/)

VOOor iedere m

Als (F.16) gegeven is, volgt dan daaruit dat, voor een
zekere » , de veranderlijken X,y onafhankell jk zijn? Dit geldt
niet voor m.2 , want dan 15 (F.*;l6) equivalent met P f(!,l)} = 4
Tndien de verdeling een waarschijnlijkheldsdichtheid £(x.y)

nheeft, is




1

hetgeen = 5+ 18 wanneer / (1,5) m/(._. X, y) ‘

Nu hebben wij echter

£
Stelling A. Als F(x, y) tol de klasseil behoort en (F. 16) voor
een zekere m=25 geldt, dan is

(F'T?) F(ﬂx, 5):::' F(:r_‘w). F(ca, 5«)
Bewijs: Omdat C D = A , kunnen wij schrijven
W.’
(F.18) 2 p(m JP{T} - a
Als (F.10) geldt, heeft het linkerlid van (F.18) dezelfde wear-
de als wanneer (F.17) geldt. Maar wanneer (F.17) geldt, 1is

A =0,

Uit (F.10) volgt dus dat A- 0 en uilt stelling (F.1) vol.t
dat dit voldoende is voor (F.17). Hlermee is de stelling bewe-
zen. Als dus de oorspronkeli ke V@Fdelingltot.fzﬂrbéhoort~@n
als voor ecn zekere m= 5 de waarschijnlijkheden van de = I rang-
permutatlies gelijk zijn, 2zijn de stochastische veranderli jken
onafhankcli jk.
otelling B. Er bestaan geen toetsingsmethoden voor onafhanke-

11 jkheid, die alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen
afhangen cn zuiver zijn bij e€lke onbetrouwbaarheidsdrempel ten
opzichte van dg klasaenﬂfziofmflﬂﬁ

Bewiljs: Elke critieke zone van een rangordetoets (d.l1. een toetls
die alleen van de rangvolgorde van de waarnemlngen afhangt) voor
S, =4 77_;% Ve e, /.{'“um} van
m rangschikkingen. In het pgeval van onafhankelijkheld 1s

cnafhankeli jkhelid 1s ecen verzameling

Wij kKunnen ons dus veperken tot onbetrouwbaarhelidsdrempels %%,ﬁ
m= 1,2, ..., n!-1. Teneinde de stelling te bewijzen, zal het |
voldoende zijn om aan te toncn dat voor iedere m = 2,3, ...,
voor een bepaalde m (1= m= m!-1) en voor iedere S , een

H
v.f. F in £2 bestaat, zodanig dat

Wi, bewiljzen echter een lets meer algemene stelling dat ditv
geldt voor m = 1,2,3. |

Wij definilren de tweedimensionale verdeling %Mnxodani@
rell jkmatig (uniform) verdeeld

ae waarschijnli jkhelidsmassa
over de m-1 s

egmenten




. K._ = _K ~ . m-.ak
(F.10) o S R - = T

(k.:': 1,2, ....)"n--l)
en nul 1s in elk gebied dat geen deel van deze segmenten bevart.

Stel B_  1s een verdeling die gelijkmatig verdeeld is over
de m-+ segmenten |

]

(F.20) % < x =5 5 Xey = 2X- (k=1,2,..., n-1)

oo 2 { e P

en een verdelingsdichtheid zeliljk nul bulten deze segmenten.

De verdeling van de segmenten (F.19) ziet er dus als
volgt ult:

Stel 7 = 10

Analoog kan de verdeling van de segmenten (F.20) overzichteli jk
gemaakt worden.

De v.f.'s van A_ en B, is continu, met

F(x,e0) = Ffer, x) = x (0= x=/)

De waarschijnlijkheid dat (;_r.;.g) in elk van de segmenten
(F.19) or (F.20) ligt, 1is #7 _ De waarschi jnli jkheden
en P(TT}ES") kunnen gemakkelijk verkregen worden in termen van de
multinomiale verdeling met (w-1 ) gelijke waarschijnlijkheden.

In het bijzonder is

(F.21) P(!,z,..,.,nl«dl) — en P('}’lt')'f._l,..,,,lIBl)::f

(Want voor m = 2 in (F.19) is O < x= 1 en Y= x . X, ....,x, Llig-
gén dus tussen 0 en 1. Als de x -waarden 1n vol

-orde 'U e v ey M vol- '-
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gens rangnummers geranschikt zijn, zullen de y -waarden ook in

volcorde staan (= x ) Let wel dat #f de rangschikking is van

gnummers van de Y -waarden als de x -waarden volgens hun

rangnumners gerangschikt zign. Dus P(1,2, ... m[ A, )} is de waar-

schijnlijkheid dat Yy<y<.oooL < Yy  WANNEEr x LX< ... X
a »] Vi ‘ i .a

voor de verdeling A,. Voor B, 1s O<x = 1 en y= 1- x.)

Ook 1s

(F 22) P2, A )=Plon-t ., 1|B.)=(r-)s) - (_“L#)m:

(Er zign (»-1) segmenten waarover de m punten (x x,y) verdeeld

o -

kunnen worden. De waarschijnlijkheid dat het punt (x, ﬁ) in €eéen
bepaald segment voor x velt i1s £ . De waarschijnlijkheid dat
alle m punten { x. y) in hetzelfde segment voor x valt, is (W}m @

Omdat er (n- ) segmenten ziljn, 1s de waarschlijnli jkheld dat m&l le
mw punten (x,y) in eenzelfde segment voor x vallen,

('n...:)(%{.,; )W{ ......‘ Een rangschikking (1,2,...,m), d.w.z2.

<4< < Y als x<x,<........« x_, 18 alleen dan moge-

lijk als alle = pun’oen ( x, q) in hetgelfde segment voor x vallen —
dit volgt onmiddellijk uit de tabel op de vorige bladzijde voor

nm = 10. Dus P(1,2,...,» ‘A ) = (w---—-) mi Evenzo P(/'n,‘m:,....}; =
M/ 12
B ‘r"*:--:) ﬁ)

Verder 1is P(v, m=1, «e., 1 )Aﬂ) =P(1,2,.. “ = 0O,

(Want » punten (x, ¢} (neem b.v. m = 10) kunnen als A gegeven 13,
niet zodanig over ..,;h; (d.1. ©) segmenten worden verdeeld dat
de ranznummers van de Y -wagsrden in een dalende volgorde staoan
bij stijgende volgorde van de rangnummers van de x -waarden )

In het algemeen krijggen wij dus: als 7 alle permutatics
van 1.2, ...,n voorstelt, s oOf P("IT JA ) -0 , of p(/"ﬁ" } B )m Q .
want elke H met P( I g ):,l:o bevat ten minste een stijging 1in
rangvolgorde van twee of meer opeenvolgende getallen (algemeen

L,e+1,...,i+k) die niet voorafgegaan worden door kKleinere ge-
getallen. Aan de andcerc

tallen of gevolgd worden door grotere
kant, als een 77;' met P(?“c o een stijging in rangvolpgorae
bevat, wordt die of voorafgegaan door kleinere getallen of
gevolgd door grotere getall@n Als dus Mh)q&: 0,18

;B )m 0 en soortgelljk als P("/ﬁ' | B >¢ o , moet P(ir ]A_ﬂ) = O

i

'.'n

WIS (ﬂ_“”‘ywutﬁq} b@m
-' n = ‘1 bestaan e1r geen zodanlge zones. Voor m = 2
ls er een. Uit (F.22) volgt

dat voor m> 2
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P(/,z) ”"'*'”lAw)*‘ P(W,ﬂ-z,....,,., /lAw) :(—l——)m“}

T -}

m-2
<f;;.gu) < £

S

Ten slotte, als // ledere permutatie met uitzondering van

(1,2,....m) of (m,m-7, ,.,1) voorstelt, krijgen wij ulit het
voorgaande betoog voor A, of ook voor £,

P(/,z,_....,'n) + P(’}’?,’h-_f, e, /) + P{7Tﬂ):..- _ﬁ%)ﬁw,f\’ 3

" |

Dus 1s ook TD(SBHi%Q:%.m Hiermee 1s dus het bewljs vooun
de v.f 's in 2 voltooid. |

Teneinde de stelling te bewljzen voor v.f.'s in.ﬁl“, Kun--
en Bn vervangen door verdelingen A;

nen wij de verdelingen A_
en E%die continue marginalce en gezamenlijke dlichtheden hebven
en zodanlg zlJjn dat de waarschijnlil jkheden 'P(YT/A“') en P(V} Bﬂ')
willekeurig weinig verschillen van 7H57/An)respectievelijk
73(”72;% Z0 D.v. kan %gtgedefinieerd worden door de continue

dichthei1d
/(x,y):K(E_g+x) VOOE O Y. X=ZE , X=E/)-& , Y=t
= K (6..... X. + 3) VDOoT  —EE tjmncéo , X = & X 5{2 - €,
=K (x+y-¢) V00T X+yZ £, X=E |, Yy SE

=& (2 -t -x-y) V00T X+y K 2-8, X2 I-&, y=I-t

= O overal elders,

waarbij K- —3_ en 0 < &= £, Voor voldoend kleine &, vol-.

3er_o 4yt

doet de verdeling aan de cisen.

Het bewi js van de stelling voor () toont ook aan dat er
geen zulivere toetsingsmethode voor onafhankeli jkheid, die
alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen afhangt, voor
n = 2 en iedere betrouwvacrhcidsdrempel (wij behoeven slechts
¢ = 5 te nemen) bestaat. Volgens Hoeffding kan ook bewezen wor..
den dat voor m = 3 iederec m= 1,2,...,5 en ledere S , de onge-
11 jkhedid P(im)df¥} ten minste voor een van de verdelingen A,
!gjiBlﬁJEB geldtn‘Het is nog onbekend of er rangvelgorde tToet.-
singsmethoden voor onafhankelljkheid bestacn die zulver zijn
voor bepcalde steekproefgrootten n en bepaalde onbetrouwvaar.
heldsdrempels m , ten opzichte van de klasse L) wvan verde.lings -

7
functies F .

(VIII)
Er bestaan dus geen toetsingsmethoden voor onafhankeli jl-

Enltele opmerkingen.

neid dic alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen afhan-
gen en die zuiver zijn op ledere onbetrouwbaarheldsdrempel ten



opzichte van de klasse £2 of $2 van verdelingsfunctles (zie
par. F(VII)).

Er bestaan echter wel toetsingsmethoden voor onafhankell k-
held die alleen van de rangvolgorde van de waarnemingen afhan-
gen (dit zijn parametervrije toetsingsmethoden) die bruikba:sn
z1jn en dus asymptotisch zuiver, ten minste ten opzichte van de

klasse {2 van verdelingsfuncties (zie einde van par. F(V)).

G. Rangcorrelatie en gracdcorrelatie.

Pl Wiy AR mm“mm““““““*“””“MMJMHW“"‘_“““"“

Hoeffding [ 5] is er verder in geslaagd om de rangcorrela-.
tieco&ffici&nt van Spearman (Y) (zie Kendall [7]) met behulp
van de graadcorrelatie K (zie Yule+Kendall [12]) en de rang-
correlatieco&fficigént ¥ van Kendall als een ({-statistische
grootheid ult te drukken.

Als een steekproef (x:, x:) ,
met alle 325}'8 en alle x;w?s verschillend, dan dgefinieert
Hoet'f'ding

(= 1,...,n) gegeven 18

()
‘e

: (2} |
ke L2 2 ('Qd - ;/)(& - X (zie ook par. ©.06)

hetgeen egquivalent is met Spearman’s f.
Substitutie van (C.3) hierin geeft

: R (1) () , (2) (2)
ke 3. 22 L s{x ~ x ) s{x, -x )

?’."3.... 1M A=t ﬂ::f J.::! ﬁ X

hetgecen geschreven kan worden als

ety

(Gu/’) K' 3 h(':cjw?_)Kﬁ*St

v -+ J

Koo ; ) XHS(:JC;)“ x[t;f} S(xoz.?.}“ x(i))
n(n-1)(mn-2) J
en de sommatie zich over alle onderling verschillendesﬂﬁ/akg
ultstrekt.
K is een ({-statistische grootheid, en als een functie
van een aselecte steekproef uit een verdeling met v.f. F , is
K een zulvere schatting van de 3e graad regelmatige functioneel

(G.2) K - 3j¥. o “.S ,-x(:) x:) S(::c.i“._. ')C(;‘))CKFKK{) d/c-(:cl) cérf()cs)

\ —

Hoeffding vindt voor continue en onafhankelil jke verandeir-
o o (t) 1)
11jken X ¢

l‘i“ “ j m.

(G.3) G (k) = _m =2

nN{m-r){mn-.2)



1
(G.4) 5 (t k) =_2(nr2)

waaruit volgt

G k') = (n-2)'cMk) b (n-2)alt k) 95 (t)
- (o +1)?
= b
) ¢ R |

hetgeen overeenstemt met het resultact door Kendall [7] afge-
leid voor Spearman's §

Volgens stelling 1.1 is V»n (_K__.... k) asymptotisch normaal vei-
deeld met gemiddelde nul en 9 3(, (k) als variantie. Hetzelf'de

i

ceddt voor de verdeling van de rangcorrelatieco&ffici&nt K ,
zoals volgt uit stelling 1.3 tezamen met (G.1).

Uit stelling 1.3 volgt ook dat de gezamenll jke verdeliny
van Un' (t.7) en Lf"{;’(___}{__ k) (of V%"'(_Ai'w K)) tot de normale verdeling

nader met varianties g Sf‘ (T) en 91 (K) en covariantie £ tfi (kK ) .
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